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1. Supuestos

Un sistema de espera se caracteriza por el hecho de que llamadas blogueadas pueden esperar y ser
servidas mas tarde, cuando haya un dispositivo libre.

Para el supuesto (TGD 2.9) esto significa que
W (p) = I para todop (TFD 1.12)

Esto nos dice también que un sistema de espera debe ser capaz de aceptar tantas llamadas en cola como
posiblemente puedan originarse. Un sistema que sélo sea capaz de aceptar un nimero limitado de llamadas en
espera funciona, encima de dicho limite, como un sistema de pérdida y debe considerarse como un sistema
combinado de espera y de pérdida.

Aqui solamente trataremos con sistemas de espera genuinogidpneel/ para todg.

Uno puede asumir que todas las llamadas en cola esperen a ser servidas o que todas ellas puedan
desistir. A continuacion se tratan ambos supuestos. El primero conduce a expresiones matematicas mas simples;
el segundo, a mayor realismo.

Para el tratamiento completo de un sistema de espera, es necesario definir la disciplina de la disposicion
en cola, es decir, la manera en que la siguiente llamada a ser servida se selecciona de la cola. Uno puede
distinguir esencialmente entre tres augts de manejo de colas:

1. cola ordenada ( primera en llegar, primera en ser servida);

2. cola aleatoria (cada llamada en la fila tiene la misma probabilidad de ser la proxima en ser servida;

3. cola con prioridades (todas las llamadas en espera tienen diferentes prioridades, la de més alta prioridad
se sirve primero).

También hay combinaciones de estas disciplinas de disposicion en cola, asi como casos en los cuales se
usa disposicion en cola de dos pasos (las llamadas se llevan desde un espacio exterior a otro interior, desde
donde se sirven todas las llamadas que alli se encuentran antes de admitir nuevas llamadas).

La disciplina de la disposicion en cola influye en la distribucién del tiempo de espera, pero
generalmente no en el tiempo medio de espera.

Considere un grupo de disponibilidad totaln)

- O- O- O0- - O- O- O O O O O
N n

El estado del sistema se define cofpp donde

0<psN (TFD 1.2)
Parap >n el estadgp) implica quen dispositivos estan ocupados y gde llamadas estan esperando.
Es evidente que para que exista espédebe ser n. Esto excluye el supuesto para que la distribucion
de Bernoulli sea considerada en un sistema de espera. Para Bl=€agon = o, no se considera que pueda
surgir un espera. Por tanto, aqui no son validos los supuestos para la distribucién de Poisson.

Asi, los sistemas de espera se limitan a casos en los que

N>n (TFD 1.3)

dondeN puede ser finito o infinito, mientras quelebe ser siempre finito.
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Para las intensidades de terminacion se asume que

0
para 0< p < N@
O (TFD 1.4)

© 0
+— - ara >
P Hp-n) p p=ng
© >0 significa que una llamada en espera desiste con la inten&ldad

©= (0 implica que todas las llamadas esperan hasta ser servidas. El supuesto

© >0 implica que una llamada en espera continla esperando por un tiempo descrito por la distribucion

exponencial
o

o —1
f()=—L * (TFD 1.5)
S
con el valor medioé

La expresion (TFD1.4) da la siguiente solucién general:

p-1 0
s El'l »(v) .
[ =—" 1] para 0< p< N[J
p-1 H
O (TFD 1.4a)
, y(v) O
_ A v=0 O
[p]= - 0] para n<p<ND
n! |_| O—+ V@ O
v=n+1 © H
dondeN puede ser finito o infinito.
Para las intensidades de incremento se asume que
A=y(p)W(p) (TFD 2.9)

dondel (p) = 1 para todg. 0<p<N
y
»(p)=(N-p)B tipo EB

0
0
¥(p)=y tipo E g (TFD 1.6)
y(p)=ally+p) tipo TNB

La insercion de (TFD 1.4) y (TGD 2.9) en (TGD 1.11) da

pUpl=sB(p-)Up-1 paaO<ps<n E

(n+0Up-n)dpl=sB(p-)Mp-1 paan<psNf (TFD 1.7)

De (TFD 1.7) se obtiene entonces la solucion para los diferentes supuestos de y (p), como se da en
(TFD 1.6), por medio de repeticiones (recursions) y utilizando

N
[p]=1
p=0

Se entiende qué® incrementado significa que la espera sera menor antes que las llamadas desistan. Si
© =], ninguna llamada esperara y el sistema se convertir4 en un sistema de pérdida.
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2. Algunas caracteristicas de los sistemas de espera

Ademas de las cantidades definidas para los sistemas de pérdida, también deben especificarse los
tiempos de espera para sistemas de espera.

Congestion De tiempo:

La congestion de tiempo se define aqui como la probabilidad de que todos los dispositivos estén
ocupados. Consecuentemente,

N
E=Y[p] (TFD 2.1)
p=n

Congestion de llamadas:

Se define como la probabilidad de que una llamada tenga que esperar, lo que es igual a la proporcion de
llamadas que deben esperar. Consecuentemente,

N
> y(p)Up]

B=P(>0)="—— (TFD 2.2)
> y(p)Up]

p=0

Probabilidad de que se abandone la espera

La proporcion esperada de llamadas que abandonan la espera se calcula asi

N
> (p1 tn-p)

_ p=ntl
By, = = (TFD 2.2a)
> ¥(p)Up]
p=0
dondeN puede ser finito o infinito.
Tréfico cursado y trafico ofrecido:
El tr&fico cursado por los dispositivos es
n-1 N
A= Zp[p]+ anp] (TFD2.3)
p=0 p=n
El tréfico ofrecido es
N
A=%sB(p)Up] (TFD 2.4)
p=0
La relacion entre Ay A’ se obtiene de
s =(p+1 +1] ara0< p<n 0O
D(p)Upl=(p+)Up+1 p p<n O (TFD 1.7)

s(p)Wp] =(n+OUp-n+1)Qp+1 paan< p< N{

observando que y(N) = 0. Donde no hay fuentes libres, no pueden ofrecerse més llamadas.

N

N n
Y sB(p)Op]=Y pdp]+ Y (n+@Up-n)dp]

p=0 p=1 p=n+l



Consecuentemente,
A= A+OD (TFD 2.5)
donde
N
0= Y (p-n)Up] (TFD 2.6)

p=n+l

Q es el numero medio de llamadas esperando en el sistema, lo que es igual a la longitud media de la
cola, calculada durante todo el periodo ( incluyendo ocasiones en las que no hay llamadas en espera).

Es evidente que

A=A" para©®=0

A>A’ para ©>0 (TFD 2.7)

El factor de mejora

El factor de mejora se define como la cantidad adicional de trafico que puede ser cursado si el nUmero
de dispositivos se incrementanda n+An.

F=A'(n+dn) - A'(n) (TFD 3.10)

Probabilidad de que x dispositivos especificos estén ocupados

Para un sistema de espera, de acuerdo a (TGD 3.11), esta probabilidad es

@—xD
n—1 — N
Hy = Z[p]EIDq—S+ >Ip] (TFD 3.11)

R

Tiempos de espera

La distribucion de tiempos de espera dependen de la disciplina de la disposicién en cola. Si la funcion
de frecuencia de los tiempos de espera se simbolizA(ppel tiempo medio de espera para las llamadas en
espera es

u= Iz OF (t )dt (TFD 2.8)
t=0

mientras el tiempo medio de espera para todas las llamadas es
U=P(>0) I:JJ't Of (¢ )dt (TFD 2.9)
t=0

P (>0) = la probabilidad de que una llamada deba esperar, es decir
U=P(>0)0 (TFD 2.9a)

U<u (TFD 2.10)



Distribuciones de tiempos de espera

Desde el punto de vista del servicio, es generalmente mas importante la probabilidad de largos
(probleméticos) tiempos de espera. La probabilidad de que una llamada en espera tenga que aguardar mas de un
tiempo ¢ es:

Py(>19) = Py(1>19) = [f(x)ds (TFD 2.11)

x=t,

La probabilidad de que una llamada arbitraria tenga que esperar un tiempo mayesque

P(>ty)=P(>0)P,(>1ty) (TFD 2.12)
P(>Z()):P(>0)Dj'f(x)dx (TFD 2.123)
x=iy

La distribucion del tiempo de espera depende de la disciplina de la disposicion en col@ FD 2.13)
mientras que el tiempo medio de espera es casi siempre independiente de la disciplina de la
disposicion en cola.

Debido a que la espera puede ocurrir solamente cuando el numero de fuentes es mayor que el nimero de
dispositivos(N > n), sélo hay tres distribuciones a ser consideradas; que son aquéllas de los tipos EB, E y
TNB. Para cada una des estas distribuciones hay dos casos posibles: las llamadas abandonan la espera o n
lo hacen(@ >0 o @ = 0). El supuesta@ > ( incrementa el realismo de los modelos, pero también aumenta la
complejidad de las formulas.

Ya que la distribucién de tipo TNB no se ha usado aun en teoria, sélo quedan las distribuciones EB y E las
cuales se describiran con mas detalle.

Para los sistemas de pérdida (TFL) investigamos un parametro de trafico a la vez, para todos los diferentes
casos bésicos (EB, E etc.). Aqui encontramos adecuado hacer lo contrario, es decir, investigar un caso basico a
la vez, para todos los diferentes parametros de trafico.

3. Numero limitado de fuentes: sistema de espera del tipo Engset
O- - O- O- O- O- - O O O O
N n

El supuesto (TFD 1.3) + (TFD 1.4) + (TFD 1.6EB) da

0<ps N [l
N>n B
p O
M, == para 0 p<n [
§ 0
n O O
U, :;+?Eﬂp—n) para n<pSNB (TFD 3.1)
A, =y(p) W (p) B
y(p)=(N-p)B 0
W(p)=1 paraOSpsNE

© =0 :todas las llamadas aguardan hasta ser atendidas

. G .
© >0 : las llamadas en espera desisten de la espera con la inteasidad
S



A partir de
Ap-irTp=1]= 11, Tp] (TGD 1.11)

Obtenemos, para el supuesto (TFD 1.4) + (TFD 1.6EB):

VO

[p]=Hp (4" 0] 0<psn

=L B o) n<p<N

1= m Hp =p=

= p];'T;(n +v[D®) (TFD 3.2)

y
;[p] =1

DISTRIBUCION DE
SISTEMA DE RETARDO

DEL TIPO ENGSET
a=p0 (N>n)

©20)

Para © =0 (TFD 3.2) sereduce a

ovO
[p]:BpHmPU()] 0<p<n
__ O p
[p]=—m E@ZEB} JoJ n<psN
N
S [p]=1 (TFD 3.3)
p=0
a=Lp01
©=0

Congestién de tiempo

Para (TFD 3.2) y (TFD 3.3) obtenemos

N
E = Z[p] (TFD 3.4)
p=n

Congestion de llamadas

Para (TFD 3.2) y (TFD 3.3) la congestion de llamadas es igual a la probabilidad que una llamada tiene de
esperar:

v
> (N-p)BUp]
B:(P>0):p;,”

> (N-p)BUp]
=0




v
Y(N-p)Up]

B= p;n (TFD 3.5)
Y(N-p)Up]

p=0

lacual quede escribirse

(N-n)[EE+nU{E-[n])

B=—o 7 (TFD 3.53)
WD’VH(]—E)+(N—n)Ed9DE+nQ(E—[n])
Para © = 0, B sereducea
B= Nmm”_m)f) ~[n]) (TFD 3.6)
——————+nl{E-[n])
I+a
Para© =1
n
E_i
_NE+nln] _ N (TFD 3.7)
N-nlIn] _n
I-—[n]
N
Nétese que el cas® = [ da
0
ovO N—
=0 op’ui-5)"P0
[p]=0 A u1-6)"" g
0
0
=4 . (TFD 3.8)
1+a 0
0
0
0=1 0
0
0

Si p = n, obtenemos

[n] = @:\/ﬁm” qi-6)""

(TFD 3.8) es idéntico a la distribucién de Bernoulli (TFL 2.IB) para un sistema de pérdida. El/egtano
embargo, aqui significa n ocupaciongs-y: llamadas en espera parz n.

La proporcion esperada de llamadas que abandonan la espera se calcula como:

N EE N
> [pIE-Up-n) > [pltip-n)

_ p=ntl _ O _p=n+i
Bg =1 _—D”N (TFD 3.9)

a
> [pJUN~-p)IB > [pJUN=-p)
=() p=0

gue puede ser escrita
B = C E (Na-nlfl+a))[E+nn]
& a NOO+a)+(Na-nll+a)qoO-1)E+O-1)n]
I+a

(TFD 3.9a)



-9-
Para © = 0, B,, = 0, que debe ser correcto puesto que @ = 0 implica que no hay llamadas que desistan.

Parael casoene que @ = I:

Bgy = EE@I—i[—(ﬂ§+M

(TFD 3.9b)
N «a N [

El efecto de © puede ilustrarse con el siguiente ejemplo numeérico:

Considere un grupo covi = /0 fuentesy = 4 dispositivos yu = 0.5. Para diferentes valores de 0 obtenemos
los siguientes valores numéricos de las caracteristicas:

Caracteristica | © =0 O =1 e =2 O =ow
E 0.511 0.441 0.408 0.289
B 0.397 0.350 0.326 0.240
B, 0 0.094 0.131 0.240
0 0.571 0.313 0.223 0
A’ 3.143 3.020 2.962 2.755
A 3.143 3.333 3.408 3.623

A-A 0 0.094 0.131 0.240
A

B, 0 0.269 0.400 1.000
B

Numero infinito de fuentes. Sistema de espera del tipo Erlang (Erlang II)

O- O- O- O- O- O- O- O O O O

n

2

n finito

El supuesto (TFD 1.1) + (TFD 1.6E) da:

O p<ow O
N = E
n finite O
» O
_P O
M, = p O<p< ng
O (TFD 4.1)

G +9 Qp-n) n<p< ool
Hp =575 =P=%g
A, = (p) I (p) .
y(p)=y B
W(p)=1 paratodop 0

© =0 significa que todas las llamadas esperan hasta ser atendidas

© >0 significa que las llamadas desisten con la intens%ad
S
(TGD 1.11)

Usandou, U p]=A,-;Up-1]

y aplicando el supuesto (TFD 4.1), obtenemos
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p
[p]=—"H0] O<spsn
p—n n
[p]= ELJO] n<p<o
p~n n!
JT(ntvi®) (TFD 4.2)
v=I
Y r]=1
p=0
A=yB 020
Para© =0
14
[p]=?ﬂ.10] O<ps<n
_@ég_n Al’l
[p]= . B;EDO] ns psoo
Z [p]=1 (TFD 4.3)
p=0
A=yl3<nm ©0=0
DISTRIBUCION DE ERLANG PARA SISTEMA DE RETARDO

Note - (TFD 4.3) requiere que A <n satisfaga la condicién de convergencia (TGD 3.18).

Congestién de tiempo

E=3%[p]
p=n
For ©=0
A" n
_ n' n—A4 _
E=77 =D,(4) (TFD 4.4)

A’ +A" n
; vl n' n—-4A4

lo cual eslaSEGUNDA FORMULA DE ERLANG

Para> 0 la expresion es mas complicada pero totalmente calculable.
Para el caso especkE 1, obtenemos

P
[p]:%@_A 0<p<oo

* p

E=S A -4 (TFD 4.5)
= p!
p—n

El casoB = I es idéntico a la distribucidn de Poisson para un grupo de disponibilidad total en un sistema de
pérdida (compare la seccién TFL). El estgglosin embargo, aqui signifieaocupaciones y - n llamadas en
espera cuande > n.
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Congestion de llamadas

De acuerdo a (TFD 2.2),

> vip]
B=P(>0)=£"——=% [p]=E

Yylipl "

p=0

O sea B =E

(TFD 4.6)

puesto que yp) =y independiente del estado del sistefpa,(NUumero infinito de fuentes).

Para® >0 la proporcion de llamadas que abandonan la espera se calcula como

Z [p]EQMp n) 5 =
By, =27 =03 [p]Up=n)
S [p]G pend
p=0
A=yl3
De
(n+O(p-n)p]=AUp-1]
)
_ A gn
(p n)E[p]—GE[p ] GE[p]
y
Z(P H)Up]‘—DZ[p]—ED Z[p]
p=n+l p=n p=n+l
obtenemos

Z(p n)qp]_—[chE n(E +nl]n])
p=n+l

de modo que (TFD 4.7) puede escribirse

n A-n
Bgu = ; UVZ] + (E
donde/n] y E son dependientes a2
Para@ =1
n _ [ee] p
By =2 Apy g
g n! A p!
’ p=n+l

En (TFD 4.7a) y (TFD 4.8) puede sekn 0 >n.

(TFD 4.7)

(TFD 4.8)

(TFD 4.7a)

(TFD 4.9)
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Trafico cursado y trafico ofrecido

De acuerdo a (TFD 2.3), el trafico cursado es

n—1 o0 n—1 o0
A'=% pUp]+ Y nlp]=40y [p=1]+n0Ty [p]
p=1 p=n p=1 p=n
O ) O
A':AE%I— Z[p]D+nD5 (4=y0)
p=n+l H
A'=AI-[n-1]-E)+nlE
A =A+(n-A)LE-nn] (TFD 4.10)
También advertimos que
AUI-Bg, )= A+(n—-A)LE-nl]n]
Para el trafico ofrecido de acuerdo a (TFD 2.4)
A= Zslj/[p]:slj/ (TFD 4.11)
p=0
La diferencia entrd y 4’ es
AA=A-A"=n{n]-(n-A4)E (TFD 4.12)
Para@ =0
A" n
_ _ n! n—-4 A_n n
E=D,(= 0 = B0
ZO Rt (TFD 4.4a)
A}’l
[#] = pr (po] D, (A4) = Segunda Formula de Erlang!
Consecuentemente
n
=E
— Unj
0
nn]=(n-A)LE
de lo que sigue que
AA=0
A=A (TFD 4.13)
0=0

Para® >0, por otro lado,,

A>A (TFD 4.14)
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De acuerdo a (TFD 2.6) y (TFD 4.9) la longitud media de la cola = nimero medio de llamadas en espera en el
sistema.

= (p—n =—Onn]-(n—-A4)LE)O
0 p;ﬂp )T p] =g Hntn]=(n=A4) )D (TFD 4.15)
0>0 E
Para@ =0
A O
=——WD,(4)
n—A 0
0=0 0 (TFD 4.16)
A<n E
O

Probabilidad de que x dispositivos especificos estén ocupados

Para_caceria aleatoi® = 0, obtenemos, de acuerdo a (TDG 3.11) (después de algin nuevo arreglo)

n_AU)(A)I:ED 1 . 4
no " OE,(A) n—A% (TFD 4.17)
O

=0 0

H(x)=

donde E, (4) es la Primera Formula de Erlang (TFL 3.1E). La relacién éntrd) y E, (4) puede ser escrita:

- nE,(A)
D= {1-E,(4)) (TFD 4.18)
(A<n)
0o
£ (4= (Tm A DA
n-A,(4) O (TFD 4.18a)
A<n ©=0 H

Carga en el dispositiveésimo

Como N =, la carga en el dispositiwoésimo en un grupo de disponibilidad total y caceria secuencial puede
calcularse asi

a, =b, +(1-b,)E D, (4)
n

b, = AUE, ;(4) - E,(4)) (TFD 4.19)
0=0

Para_caceria aleatoria

A A n—4
dy ==t [”]Q (TFD 4.20)
0>0 H
y
_ag
ay n0 (TFD 4.20a)
=0 H
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El efecto de diferentesvalores © - puede ilustrarse por medio del siguiente ejemplo numérico para N =4, A =
3:

Caracteristica| @ =0 o = O =2 O =0

E=8B 0.509 0.353 0.314 0.206
By, 0 0.107 0.133 0.206
0] 1.528 0.319 0.199 0
A’ 3 2.681 2.601 2.382
A 3 3 3 3

A-A' 0 0.107 0.133 0.206
A
By 0 0.302 0.424 1.000
B

(El caso@ = wes idéntico a un sistema de pérdida ya que las llamadas congestionadas se abandonan
inmediatamente).

Distribucién de tiempo de espera

El tiempo medio de esper&/) es usualmente independiente de la disciplina de la disposicion en cola, mientras
que la distribucion del tiempo de espgraes fuertemente dependiente de ella. No hay método general para la
derivacion ddJ y f'(¢) y las expresiones para ellos no son, por lo general, expresiones explicitas simples.

Los casos mas simples se obtienen con la disposicion en cola ordenada, siendo la mas simple la distribucion de
tiempo de espera de Erlang (TFD 4.3). Nos limitaremos a este caso.

Para (TFD 4.3) el tiempo medio de espera para llamadas en espera es

u=—> (TFD 5.1)

y para todas las llamadas

_ _ S
U=P(>0)ti=D,(4)B— (TFD 5.2)
=0

La distribucién de tiempo de espera para llamadas en espera, sera de acuerdo a

_n—Am)
P(>tp)=e * (TFD 5.3)
y para todas las llamadas
O
P(r=0)=1-D,(A4) E
O (TFD 5.4)
n—A g
_ -0
P(r>ty)=D,(A)¢ * [
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A

0.1 —

0.01 —

0.001 +

FIGURA TFD 5/1

v

Distribucién del tiempo de espera para todas las llamadas con colas ordenadas (linea punteada) y con colas
aleatorias.
Los dos casos tienen el mismo valor medio.
No hay llamadas en espera que desisgar=(0).

Sistema de espera con tiempo de ocupacion constante: la distribucion de Crommelin:

Para casos con tiempo de ocupacion constante, no se aplican los supuestos hechos en la seccion TGD. Para
derivar casos de este tipo, uno puede usar las ecuaciones de estado de Fry.

Ecuaciones de estado de Fry. Concepto.

Asuma equilibrio y considere el sistema en los puntos de tierypot /2 , dondek es el tiempo de ocupacion
constante.

Las ocupaciones que se encontraban en progresseemabran completado er 4, ens + 4 ahora sélo hay
llamadas que estaban haciendo colayellamadas nuevas.

n n+p
[Plin =3 [V], P(p. )+ S [v], TP(p=v+nh) (TFD 6.1)
v=0 v=n+l

P(p,h) = probabilidad de que exactameptéamadas ocurran durante el intervala + A).
ParaVN = 0, @= 0 y una cola ordenada, se obtiene la distribucion de Crommelin.
Para n = 1 el tiempo medio de espera para todas las llamadas es

v=tpa (TFD 6.2)
2 I-a

a = trafico ofrecido = trafico cursadol.

Pararn > I la solucién exacta sera muy complicada. Uno puede, sin embargo, usar una modificacién de la
expresién aproximada de Molina:
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h Epn(A)E;—a”” ol

v

n+t+l I-a [-,% I+a (TFD 6.3)
a=£<1 nzl

n

Obsérvese que (TFD 6.2), da, para tiempo de ocupacion constante, exactamente la mitad del tiempo medio de
espera obtenido para tiempos de ocupacion exponencialmente distribuidos con el mismo tiempo medio de
ocupacion. La expresién (TFD 5.2) da para

n=1 A=a s=h

TFD 6.4
T ( )
-a
(distribucién exponencial)
Paran = 1
)
Uconst = 3 |:Uexp (TFD 6-5)
y paran arbitrario de acuerdo a (TFD 6.3) y (TFD 5.2):
n+l
_ n -a 1
Uconst = Uexp Dn+ ; d}_ o DH - (TFD 6.6)
esto es
Uconst < Uexp
La distribucién del tiempo de espera para el caso de Crommelin puede escribirse:
P(t=0)=1-D,(A) g
O
o n—] X
_ TFD 6.7
P(t>1g)=% ZPVE{@@ A5 E ( )
u=1v=0 X 0
donde
O o O
O B=u-UG—- B—%
0 H Ok 0Oh
O
o o
O = + 0 +n—-1—
o * Eu E;%Eh n=1-v
O
|:| v
O P=)I[pl
|:| p=0
0F - |aparteenterade -2
ne = aparteenterade -

A = tréfico ofrecido < n

OoOonO

La probabilidad P(r>t,) de tiempos de espera largos serd menor para (TFD 6.7) que para (TFD 5.4).
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P(>t) P(>t)
1.0 1.0
0.1 01
0.01 0.01
n=1 n=8
a=04 A=64
0.001 0.001
(a=0.8)
0.0001 0.0001
0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 60 t 0 1.0 2.0 30 t

FIGURA TFED 6/1 : Distribucién del tiempo de espera para todas las llamadas con tiempos de ocupacién
distribuidos exponencialmente (linea punteada) y con tiempos de ocupacidon constantes.
Numero infinito de fuentes y cola ordenada; no hay llamadas que d€6istan
El tiempor se expresa en multiplos del tiempo de espera constante.
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Distribucién de tiempos de ocupacion compuestos

En muchos casos précticos, las distribuciones de tiempos de ocupacion no son constantes ni distribuidos
exponencialmente. Usualmente hay una composicion de diferentes tiempos de ocupacién constantes. Con
frecuencia, también, algunos de esos tiempos de ocupacién se prolongan por la necesidad de esperar por otros
dispositivos. Este tiempo de espera puede, con frecuencia, tener el caracter de una distribucion aproximada.

Si uno determina la distribucién del tiempo de ocupacién real con su mgdia varianzao? estaran entre

los valores correspondientes para los casos con tiempo de espera constante y exponencial para todas las
llamadas

(6=0).

Ndmero infinito de fuentesV(= o)

u=g-

h= Iz 0¥ (¢) dt es el tiempo medio de ocupacion
t=0

2]
g
%wconst + ;1_2 |]—]exp (TFD 7.1)

}'\I)|Q

donde

= [ -2 () dt es lavarianza
t=0

U

C

onst @ partir de (TFD 6.3) (Molina modificado)

Uexp apartir de (TFD 5.2) (Erlang)
Eyaza partir de la distribucidon de tiempo de ocupacion.

Para tiempo de ocupacion constante teneafos: 0 YU =U_ps -

o . . -2
Para una distribucién de tiempo de espera exponencial terefog YU =Ugp-

A U no le afecta la disciplina de la disposicién en cola

NuUmero finito de fuentes

Con un numero finito de fuentes, los tiempos de espera son limitados al comparayse eonUn método
aproximado para tomar en cuenta este efecto, con distribucién de tiempo de ocupacion compuesta y nimero
finito de fuentes, es usar la siguiente formula para el tiempo medio de espera para todas las llamadas:

Utr, N)_§1 o @wm o expEE@l 20 @72
donde

conse 08 (TFD 6.3) (Molina modificado)
Wep de (TFD 5.2) (Erlang)

By o? deladistribucién de tiempo de ocupacion.
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FIGURA TFED 7/1

DISTRIBUCION DE CROMMELIN. GRAFICOS QUE MUESTRAN LA PROBABILIDAD DE TENER QUE
ESPERAR MAS QUE UN TIEMPO DADO. ESTE TIEMPO SE EXPRESA EN MULTIPLOS DEL
TIEMPO DE OCUPACION CONSTANTE
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Distribucién del tiempo de espera

Las expresiones para la distribucién del tiempo de espera de una distribucion de tiempo de ocupacién
compuesto, son usualmente muy complicadas. La disciplina de la disposicién en cola, ain mas, tiene un gran
significado. La probabilidad de tiempos de espera muy cortos 0 muy largos es mayor con una cola aleatoria
gue con una ordenada.

Con una cola de prioridad, el resultado es casi el mismo que en los casos con un numero finito de fuentes
donde el nimero de fuentes = la prioridad.

8. Comentarios generales; Notaciones de Kendall

Durante las ultimas décadas se ha llevado a cabo una enorme cantidad de estudios tedricos sobre
sistemas de espera. Estos estudios, que usan diferentes combinaciones de supuestos de entrada, tiempo de
servicio y disciplina de la disposicién en cola, tratan principalmente con la descripcion de los casos de espera
fuera del campo de las telecomunicaciones. Se estima que actualmente puede haber al menos 1000 articulos y
100 libros sobre problemas de disposicion en cola en las librerias. Es muy claro que tal ola de interés en dichos
problemas, ha sido también beneficiosa y fructifera para el tratamiento de los problemas de espera dentro del
campo de las telecomunicaciones. Sin embargo, la mayoria de las soluciones que se presentan involucran
expresiones matematicas mas bien complicadas que tienen que usarse para llegar a resultados préacticos. Por
tanto, las formulas por largo tiempo conocidas de Erlang, Molina, Fry, Crommelin y otros son todavia muy
valiosas cuando se trata de calculos préacticos.

Para cubrir el vacio de las férmulas simples existentes, que no pueden proveer resultados practicos
exactos, el ingeniero de trafico de hoy generalmente prefiere usar simulaciones de computadora. Siempre que las
condiciones reales se reflejen correctamente en los supuestos para los programas de simulacién, este método
proporciona resultados fiables, que pueden transferirse al disefio y dimensionamiento de los sistemas de espera
utilizados en la planta de telecomunicaciones. Las simulaciones también recomiendan cuando pueden aplicarse
férmulas simples de aproximacion y cuando no deben usarse.

Con el proposito de definir con facilidad los supuestos usados en el estudio del sistema de espera,
D.G. Kendall introdujo un sistema de notaciones, que mediante letras de codigo describe los supuestos para:

a) el proceso de entrada;

b) los tiempos de ocupacion/servicio;

c) el ndmero de servidores;

d) la disciplina de la disposicién en cola.

Puesto que notaciones como M/ MI (FIFO) se usan con frecuencia en la literatura, hay razén para
referirnos a ellas aqui. (First in - First out, FIFO; Primero en entrar, primero en salir, PEPS).

Por tanto, una clasificacién de un sistema de disposicion en cola
a/ b/ ¢/ (d)

Para el proceso de entradase usan las siguientes notaciones:

M = Intervalos distribuidos exponencialmente entre llamadas, o sea entrada de Poisson, (Niumero
infinito de fuentes)

D = Entrada deterministica, o sea, intervalos constantes entre llamadas;
G = Distribucion general para intervalos entre llamadas;
GI = Intervalos independientes generales;

E; = Intervalos distribuidos seguln k de Erlang (dod#e] M ).

Para la_distribucidn del tiempo de ocupacion, b), se usan las mismas letras que para a), definiéndose asi la
distribucion del tiempo de ocupacion.
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Para el nimero de servidores, ¢), la notacién es usualmente

[ para un servidor,
n para un numero arbitrario de servidores.

Para la disciplina de la disposicion en cola, d), ejemplos de notacion tipicos son:

PEPS: Primero en entrar - Primero en salir (cola ordenada)
RANDOM: Cola aleatoria.

Consecuentemente, como un ejemplo del sistema de clasificacion de Kendall, M/ M/n (PEPS) define
la distribucion de Erlang para sistemas de espera definida en (TFD 4.3), (TFD 5.1) - (TFD 5.4) ) como un
grupo de disponibilidad total con un namero arbitrario de (n) dispositivos, y cuando no hay usuarios que
desistan de sus llamadas. De la misma manera, M/D/n (PEPS) define la distribucién de tiempo de espera de
Crommelin para una entrada de Poisson, tiempos de ocupacion constantes y cola ordenada, tal como se
describio en la seccion TFD 3.

El sistema de clasificacion no da un panorama completo del sistema considerado debido a que faltan los
detalles siguientes desde el punto de vista de la Teoria de Teletréfico:

* numero de fuentes de tréfico individuales que generan entrada de tréafico;

« otros arreglos de agrupaciéon que no son de disponibilidad total, como por ejemplo: interconexiones
graduales (gradings), sistemas de enlace, etc;

» las reglas de caceria, siempre que la caceria de dispositivos libres tenga un impacto en el caso de trafico;

« llamadas retrasadas esperando o no hasta ser atendidas.

Esta seccién solamente ha tratado sobre grupos de disponibilidad total donde sélo hay una etapa de
espera posible, es decir, fuera del grupo antes que las llamadas sean servidas. Sin embargo, las técnicas de
telecomunicaciones también presentan casos de espera mas complicados, especialmente cuando se trata de
procesar llamadas en marcadores, procesadores y otro equipo comun. En el procedimiento de establecimiento de
una llamada, la espera puede ocurrir en diferentes etapas de este procedimiento, lo que significa que el tiempo de
establecimiento total puede consistir en la suma de tiempos de trabajo mas un nimero de posibles tiempos de
espera. Este tipo de sistema de espera se llama: Sistema de Espera Compuesto y se tratard en otra seccion.
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Teoria Bésica de teletréfico (T)
EJERCICIOS B
Grupo de Disponibilidad Total, Sistema de Espera
Ejercicios Basicos
XB 1

A un grupo de disponibilidad total en un sistema de espera consistente de 30 dispositivos, se le ofrece un
trafico con una tasa de llamadas de 700 llamadas/horas y un tiempo medio de ocupacién de 108
segundos.

Suponiendo que se cumplen los supuestos para la distribucién de Erlang para los sistemas de
espera, calcule

a) el tréfico ofrecido;

b) la probabilidad del espera;

c) el trafico manejado;

d) la media del trafico manejado por dispositivo;

e) eltiempo medio de espera para todas las llamadas;

f) el tiempo medio de espera para llamadas que tienen que esperar.
TXB 2

Los mismos supuestos y valores numéricos que en el ejercicio TXB 1. Asuma ademas que la cola se sirve en
orden de llegada.

a) Calcule la probabilidad de que una llamada tenga que esperar més de 3, 6, 12, 24, segundos;
b) Calcule la probabilidad de que una llamada tenga que esperar mas de 3, 6, 12, 24 segundos, dado
gue tuviera que esperar.

TXB 3

Se asume que las llamadas llegan a un dispositivo en un sistema de espera de acuerdo al proceso de Poisson
con una tasa de llamadas de 4,320 llamadas/hora.

Se asume que los tiempos de ocupacion son independientes el uno del otro y del proceso de llegada. Se asume
gue siguen una distribucion exponencial, con un tiempo de ocupacién medio de S segundos.

Se asume ademas, que ninguna de las llamadas en la cola desisten de esperar y que las llamadas en la cola s
atienden en orden de llegada.

Cuél es el valor mas grande de S en segundos, que puede permitirse para satisfacer la condicién de que la
probabilidad de que una llamada tenga que esperar mas de 3 segundos no sea mayor de 0.01?

TXB 4

Cudl es la maxima tasa de llamadas que puede ofrecerse a un grupo de disponibilidad total de dos dispositivos,
en un sistema de espera, si el tiempo medio de espera para todas las llamadas seré a lo sumo de 2 segundos.

Se sabe que el tiempo medio de ocupacidon es de 0.4 segundos y que se cumplen los supuestos de la
distribucion de Erlang para sistemas de espera.

TXB 5
Demuestre que

Eq (4) < E; (4)
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TXB6

Considere un sistema de espera de Erlang con 10 troncales y un tréfico ofrecido de 8 Erlangs. El tiempo medio
de conversacion es de 5 minutos. Las llamadas retrasadas se atienden en orden de llegada. Cudl es la
probabilidad de que una llamada que llega y encuentra otra llamada en la cola tenga que esperar mas de 0.5
minutos?

IXB 7

Considere un sistema de espera de Erlangrzcen/0 troncales y4 = 4 erlangs. Calcule la proporcion de
tiempo cuando hay al menos una llamada en espera.

TXB 8

A 1 dispositivo, en un sistema de espera, llegan llamadas de acuerdo a un proceso de Poisson, con una tasa de
4,320 llamadas/hora.

Los tiempos de ocupacion son variables aleatorias independientes, ¢
on una y la misma distribucién:

Wi~

P{tiempo de ocupacién = 0.2 se}c.

P{tiempo deocupacién = 0.4 se}c.

wih N

Los tiempos de ocupacion de los tiempos entre llegadas son independientes y no hay llamadas que abandonen
la cola.

a) Cuél es la probabilidad de espera?
b) Cual es el tiempo medio de espera para llamadas que tengan que esperar?
c) Cuél es el tiempo medio de espera para todas las llamadas ?

TXB 9

Se considera un dispositivo en un sistema de espera.

Se asume que las llamadas llegan de acuerdo a un proceso de Poisson, con una tasa de llamadas de 2,880
llamadas/hora.

Se asume que los tiempos de ocupacion son variables aleatorias independientes, con una distribucion dada por
la funcién de frecuencia

) (1<0)
/0 %Le g (>0

donde t se mide en segundos.

Se asume que los tiempos de ocupacién y los tiempos entre llegadas son independientes uno del otro y se
asume, ademas, que ninguna llamada en cola desiste de esperar.

a) Cuédl es la probabilidad de espera?
b) Cual es el tiempo medio de espera para llamadas que tienen que esperar?
c) Cuél es el tiempo medio de espera para todas las llamadas?



